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1 Einleitung

In diesem Kurs geht es um die mathematische Beschreibung von Phanomenen
in der Natur, bei denen bestimmte Groflen sich zeitlich verdndern. Betrachten
wir zum Beispiel eine Schaukel. Den Winkel der Schaukel zur Vertikalen zu
einem Zeitpunkt ¢ nennen wir w(¢). Dabei benutzen wir die Konvention, dass
w(t) als positiv genommen wird wenn die Auslenkung der Schaukel nach rechts
ist und negativ wenn sie nach links ist. Nehmen wir an, dass die Schaukel zum
Zeitpunkt ¢ = 0 ganz unten ist. Dann ist w(0) = 0. Wenn jemand normal hin-
und herschaukelt, ist nach einer bestimmten Zeit T' die Schaukel wieder ganz
unten und w(7T") = 0. Bei einer regelméfigen Bewegung wird die Schaukel nach
einer weiteren Zeit T' wieder unten sein und wir haben w(27) = 0. Allgemeiner
haben wir w(kT) = 0 fiir k = 0,1,2,3,.... Wenn eine physikalische Gréfle auf
diese Weise immer wieder den gleichen Wert annimmt dann reden wir von einer
Schwingung.

In diesem Kurs werden drei Beispiele von Schwingungen betrachtet, bei de-
nen die Groflen, die im Mittelpunkt stehen, verschieden sind. Im ersten Beispiel
geht es um die Population einer Tierart und wir betrachten Hasen und Luchse
(oder auch Fische) und wir fragen z.B. wie viele Hasen und wie viele Luchse es
in einem bestimmten Gebiet zu einem bestimmten Zeitpunkt gibt? Im zweiten
Beispiel geht es um eine zeitlich verédnderliche elektrische Spannung. Im drit-
ten geht es um die Konzentrationen von chemischen Stoffen, z.B. Alkohol, in
einer Hefekultur. In allen Fallen geht es darum, das Verhalten eines Systems
zu verstehen in dem wir es durch ein mathematisches Modell darstellen. In
einem solchen Modell wird eine Beziehung aufgestellt zwischen der zeitlichen
Anderungsrate einer Grofle und dem Wert der Grofle selbst, zum Beispiel die
Rate w(t) wird mit dem Winkel w(t) der Schaukel in Beziehung gesetzt. (In der
Physik heifit w(t) die Winkelgeschwindigkeit.)

Das Ziel ist es, die Funktion w(t) zu verstehen, aber man versucht nicht di-
rekt, eine Formel dafiir aufzuschreiben. Stattdessen versucht man, ein dynamis-
ches Gesetz zu finden. Diese Vorgehensweise geht auf die Arbeiten von Isaac
Newton im 17. Jahrhundert zuriick. Sie spielt eine Schliisselrolle in der Physik
und allgemeiner in den Naturwissenschaften. Zwei der Beispiele, die wir in
diesem Kurs eingehend betrachten, kommen aus der Biologie. Der Vorteil dieser



Methode ist, dass man eine Theorie entwickelt, die man nicht fiir jede Anwen-
dung neu ausarbeiten muss. Eine Theorie kann auf viele Beispiele angewendet
werden. Z.B. konnte Newton seine Theorie nicht nur auf einen fallenden Apfel
hier auf der Erde anwenden, sondern auch &uflerst erfolgreich auf die Bewegung
des Mondes und der Planeten. Fiir diese Anwendungen musste Newton neue
mathematische Begriffe einfithren. Die Schreibweise mit dem Punkt stammt
von ihm. Es geht um die Differential- und Integralrechnung, die auch in einer
etwas anderen Form zur gleichen Zeit durch Leibniz eingefiihrt wurden. Diese
Methoden sind von grofler Bedeutung und sind im Studium der Mathematik
unter dem Namen Analysis bekannt. Ich bin an der Uni Mainz fiir solche Dinge
verantwortlich und meine Arbeitsgruppe heifit ’Angewandte Analysis’.

Wenn z(t) eine Grofle ist, die von der Zeit ¢ abhidngt nennt man z(¢t) die
Ableitung von z beziiglich t. Man kann auch die zweite Ableitung &(¢) be-
trachten, also die Ableitung von #(¢). Wenn z(t) der Ort eines Korpers zum
Zeitpunkt ¢ ist, dann ist @(t) dessen Geschwindigkeit und #(¢) dessen Beschle-
unigung. Im zweiten Newtonschen Gesetz spielt die Beschleunigung eine zen-
trale Rolle. Welche Beziehung zwischen w(t) und w(t) konnte fiir die Beschrei-
bung der Schaukel hilfreich sein? FEine einfache Annahme ist zu sagen, dass
der doppelte Winkel zu einer doppelten Beschleunigung fiihrt. Mit anderen
Worten nehmen wir an, dass i (t) = —a?w(t) fiir eine Konstante a > 0. Dass
ein Minuszeichen notwendig ist, ist eigentlich klar. Wenn z.B. die Schaukel
eine maximale Auslenkung nach links hat wird sie unmittelbar danach eine
Geschwindigkeit nach rechts bekommen. Man nennt diese Gleichung eine Dif-
ferentialgleichung. Fiir die Funktion w(t) = sin(at) gilt diese Gleichung. Es ist
namlich so, dass die Ableitung der Sinusfunktion die Kosinusfunktion ist und
die Ableitung der Kosinusfunktion die Sinusfunktion, aber mit einem Minusze-
ichen, (sint) = cost und (cost) = —sint. AuBerdem gilt fiir jede Funktion
f die Beziehung (f(at)) = af(t). Die Sinusfunktion liefert das typische Bild
fiir eine einfache Schwingung. Wenn wir w gegen w in der Ebene auftragen
bekommen wir eine Gerade. Deshalb heifit diese Beziehung linear. Bei all-
gemeineren Beziehungen, die dann nichtlinear heiflen, wird die Gerade durch
eine Kurve ersetzt. Wenn wir nur relativ kleine Veranderungen betrachten,
dann ist nur ein kleiner Teil dieser Kurve relevant und dieser kleine Teil kann
durch eine Gerade approximiert werden. Die meisten Systeme bendtigen fiir
ihre Beschreibung streng genommen nichtlineare Differentialgleichungen. Unter
bestimmten Umstadnden kann ihr Verhalten aber naherungsweise durch eine lin-
eare Gleichung beschrieben werden. Es stellt sich heraus, dass die Rechnungen
im linearen Fall relativ einfach sind, und deshalb benutzt man lineare Gleichun-
gen wann immer man es kann. Es gibt aber auch wichtige nichtlineare Effekte
und damit beschéaftigen wir uns in diesem Kurs.

Wir betrachten jetzt den Spezialfall @ = 1 um die Rechnungen zu verein-
fachen. Wenn wir fiir w(t) = sint die Punkte mit den Koordinaten (w(t),w(t))
auftragen bekommen wir den Kreis um den Ursprung mit Radius Eins. Wenn
die Zeit t fortschreitet bewegt sich der Punkt auf dem Kreis herum. Wir nen-
nen den Kreis in diesem Fall die Bahn oder Integralkurve der Losung. Andere
Losungen der Differentialgleichung sind w(t) = Asint fiir positive Zahlen A.



Ihre Bahnen sind Kreise mit verschiedenen Radien. Sie fiillen die ganze Ebene
aus, mit Ausnahme des Ursprungs. Wenn wir u(¢) = w(t) definieren, dann gel-
ten die Gleichungen w = v und @ = % = —w. Dem Ausdruck (u, —w) kénnen
wir einen Vektor zuordnen, einen Pfeil von (0, 0) nach (u, —w) in der Ebene mit
Koordinaten (w, u). Dieser Vektor hat eine bestimmte Richtung. Darunter ver-
stehen wir die Gerade, die diese zwei Punkte miteinander verbindet. Sie hingt
vom gewéhlten Punkt (w,u) ab. Wir haben eine Richtung fiir jeden Punkt in
der Ebene. Das Ergebnis nennen wir ein Richtungsfeld und daraus kénnen wir
ein Bild machen (Figure 1). In der Praxis ist es meist nicht moglich die ganzen
Geraden zu malen, da sie sich iberlappen wiirden und ein Chaos produzieren.
Besser ist es, jede solche Gerade durch eine endliche (nicht zu lange) Strecke
zu ersetzen. Es gibt auch zu jedem Punkt in der Ebene einen Vektor, was ein
Vektorfeld definiert. Dieses zweite Objekt ist allerdings schwieriger zu zeich-
nen. Man kann aber die Strecken manchmal so zeichnen, dass sie die Lénge
des Vektors haben, und dadurch mehr Informationen im Bild einbauen. Wenn
wir einen bestimmten Punkt (w,u) betrachten dann gibt es eine Bahn durch
den Punkt, in diesem Fall einen Kreis, und die Richtung die zum Richtungsfeld
gehort, eine Gerade. Die Gerade ist immer zur Bahn tangential. Das heifit,
die beiden bertihren sich in genau einem Punkt. Dieser Umstand fiihrt auf
folgende Methode eine geometrische Darstellung der Losungskurven zu bekom-
men. Man zeichnet zuerst das Richtungsfeld und danach die Kurven so, dass sie
immer dem Richtungsfeld tangential sind. Diese Vorgehensweise ist nicht nur
in diesem Beispiel wichtig.

Im Beispiel der Schaukel hatten wir eine lineare Gleichung zweiter Ordnung,
d.h. es kommen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung vor. Im Beispiel des
elektrischen Schaltkreises geht es um eine nichtlineare Gleichung zweiter Ord-
nung. Bei den Populationsmodellen und beim Beispiel mit der Hefe haben wir
jeweils zwei nichtlineare Gleichungen erster Ordnung, die miteinander gekop-
pelt sind. Bei den Hasen und Luchsen ist es interessant, dass es iiberhaupt zu
regelméfBigen Schwankungen der Populationen kommt. Auflerdem gibt es die
kuriose Geschichte, dass ein am Anfang plausibles mathematisches Modell zum
paradoxen Schluss fiihrt, dass die Hasen die Luchse fressen miissten. Beim elek-
trischen Schaltkreis treffen wir auf die sogenannten Relaxations-Schwingungen,
die im Gegensatz zur Sinuskurve ziemlich scharfe Ecken aufweisen. Ein Punkt in
der Ebene lduft auf einer glatten Kurve bis die Kurve plétzlich zu Ende ist und
der Punkt gezwungen wird zu springen. Das Beispiel der Hefe gibt Einsichten
in das Phéanomen der Riickkopplungen in biologischen Systemen und hat auch
mit dem Mechanismus der biologischen Uhren zu tun.

2 Fische, Hasen und Luchse

Im frithen zwanzigsten Jahrhundert hat der Biologe Umberto d’Ancona die Fis-
chpopulationen in der Adria untersucht. Es gab Daten iiber den Fischfang,
der in verschiedenen adriatischen Héfen ankam, und er wollte etwas iiber die
Populationen verschiedener Fischarten herausfinden. Eine erste Beobachtung



Figure 1: Richtungsfeld und zwei Losungen

war, dass die Populationen nicht ungefahr zeitlich konstant waren, sondern
wesentliche Schwankungen aufwiesen. Da wéaren wir schon bei den Schwingun-
gen. D’Ancona hat zwischen Raubfischen und Beutefischen unterschieden. Er
hat den zeitlichen Mittelwert dieser Groflen betrachtet, d.h. die Gesamtmenge
der Fische geteilt durch den Zeitraum der Messung. Wir nennen sie @ bzw.
v fiir die Beutefische bzw. Raubfische. Es fiel ihm auf, dass das Verhaltnis
v/u grofer war wahrend des ersten Weltkriegs als sonst. D’Ancona wollte wis-
sen warum. Zum Gliick war sein zukiinftiger Schwiegervater der Mathematiker
Vito Volterra, und er hat die Frage mit ihm diskutiert. Darauthin hat Volterra
ein mathematisches Modell entwickelt und es verwendet, um die beobachtete
Eigenschaft der Daten zu erklaren. Dabei ist es unwichtig, dass es sich um Fis-
che handelt. Wichtig ist nur, dass es sich um Rauber und Beute handelt. In
einem anderen berithmten Beispiel, wo dieses Modell angewendet wurde, geht es
um Hasen und Luchse. Das gleiche mathematische Modell wurde schon vorher
in der Chemie von Alfred Lotka eingefiihrt. Deshalb heiflen die entsprechenden
Gleichungen Lotka-Volterra-Gleichungen.

Wir wollen die Populationen durch Differentialgleichungen beschreiben. Wir
betrachten zwei Gleichungen, wo die Unbekannten die Populationen wu(t) und
v(t) von Beute und Réubern sind. Diese Grofen héngen von einer kontinuier-
lichen Zeitvariablen ¢ ab und u darf einen beliebigen Wert annehmen, nicht nur
eine ganze Zahl. Diese Annahmen scheinen nicht gut zu den Daten zu passen.
Fische kamen nur zu diskreten Zeiten im Hafen an und es war immer nur eine
ganze Zahl von Fischen. Es ist trotzdem niitzlich, die diskreten Aspekte des
Problems zu ignorieren. In der Praxis entstehen daraus keine Problem und die
Erfahrung zeigt, dass kontinuierliche Groflen einfacher zu behandeln sind als
diskrete.



Als néchstes wollen wir ein Gesetz fiir @ und ¥ aufstellen. Dazu soll das Mod-
ell so einfach wie moglich sein, vorausgesetzt, dass es die Situation beschreiben
kann. Wenn nichts dagegen spricht wahlt man oft eine lineare Abhéngigkeit.
Die Beutefische vermehren sich und je mehr Fische es gibt, desto mehr werden
geboren. Wir nehmen an, dass die Abhéngigkeit linear ist und bekommen eine
Geburtenrate aju fiir eine positive Konstante a;. Je 6fter ein Raubfisch auf
einen Beutefisch trifft desto grofler ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Rauber
die Beute frisst. Wir nehmen an, dass die Haufigkeit des Fressens eine lineare
Funktion der Haufigkeit des Treffens ist. Diese zweite Haufigkeit soll wiederum
linear sein in der Population der Beute und linear in der Population der Rauber.
So kommen wir auf den Ausdruck —cuv fiir eine positive Konstante ¢. Das
negative Vorzeichen kommt dadurch, dass die Beutefische in diesem Prozess
verschwinden. Beutefische konnen auch auf andere Weise sterben. Wenn wir
wieder eine lineare Abhéngigkeit annehmen ist die Sterberate —asu. Zusammen
mit der Geburtenrate bekommen wir eine Nettogeburtenrate a = a; — as. Wir
wollen annehmen, dass a; > ag, damit die Population der Beute in Abwesenheit
von Raubern iiberleben kann. Sonst wiirde das ganze System zusammenbrechen.
Mit allen Effekten zusammen bekommen wir die Gleichung

U= au — cuv. (1)

Eine &hnliche Analyse liefert eine Gleichung fiir ©. Je mehr die Rauber
fressen, desto mehr konnen sie sich vermehren, und wenn wir wie bisher Lin-
earitdt annehmen bekommen wir einen Ausdruck buwv fiir die Zunahme der Pop-
ulation des Raubers, mit b positiv. Die Raubfische haben eine Geburtenrate
und eine Sterberate und hier nehmen wir an, dass die Nettogeburtenrate nega-
tiv ist. Die Beutefische sind die Lebensgrundlage fiir die Raubfische und wenn
die Beutefische fehlen sterben die Raubfische. Die Gleichung ist in diesem Fall

0 = buv — dv (2)

fiir eine positive Konstante d. Das System aus den zwei Gleichungen (1) und
(2) ist das, was Volterra (oder auch Lotka) aufgeschrieben hat.

Wenn wir die Funktionen u(t) and v(t) hitten und wiirden die Punkte

(u(t),v(t)) zu verschiedenen Zeiten t in der Ebene auftragen, dann wiirden sie
auf einer Kurve liegen, die wie im Beispiel der Schaukel Integralkurve genannt
wird. Da @ und v die Anderungsraten sind, ist der Vektor mit Komponenten
(au — cuv, buv — dv) die Tangente zu dieser Kurve im Punkt (u,v). Das Objekt
(au — cuv, buv — dv) definiert ein Vektorfeld. Dazu gibt es, wie in der Einleitung
beschrieben, ein entsprechendes Richtungsfeld.
Aufgabe 1 Skizziere dieses Richtungsfeld fiir die einfache Wahl der Koeffizien-
ten a = b =c =d = 1. Dazu kann es hilfreich sein, die Kurven N; und Ny zu
betrachten (in der Tat sind es Geraden) die durch die Gleichungen au — cuv = 0
und buv — dv = 0 definiert werden. Da es sich um Populationen handelt, ist nur
der Bereich von Interesse, wo u und v positiv sind.

Wir haben jetzt ein System von Differentialgleichungen. Ein Paar (u(t), v(t)),
das diese Gleichungen erfiillt, heiit Losung des Systems. In der Natur haben



wir es oft mit deterministischen Systemen zu tun. D.h., wenn der Zustand
des Systems zu einem Zeitpunkt bekannt ist, dann ist der Zustand zu jedem
zukiinftigen Zeitpunkt festgelegt. Systeme von Differentialgleichungen so wie
die von Lotka-Volterra sind in diesem Sinn deterministisch. Geometrisch be-
deutet dies, dass es zu jedem Punkt in der Ebene eine Losungskurve gibt, die
durch diesen Punkt geht. Diese Kurven iiberschneiden sich nicht.

Aufgabe 2 Wie ist die Beschaffenheit dieser Kurven im Beispiel? Uberzeuge
dich, dass eine solche Kurve, die im Gebiet, das durch die Ungleichungen = < 1,
y < 1 anféngt den Punkt (1,1) umrundet und dann anschliefiend in das Gebiet
x < 1, y < 1 zuriickkommt. Die Geraden N; und N, teilen die Ebene in
vier Gebiete und die Losung besucht jedes dieser vier Gebiete bevor es in das
Ausgangsgebiet zuriickkehrt.

Diese Uberlegung lisst offen, ob die Kurve nach der Umrundung zum gle-
ichen Punkt zurtickkommt. Dass eine Losung einer Differentialgleichungen zum
gleichen Punkt zuriickkommt ist die definierende Eigenschaft einer anhaltenden
Schwingung. In einem Beispiel wie diesem ist es gar nicht leicht festzustellen,
ob diese Bedingung gilt. Die Losung konnte auf den Punkt (1, 1) hineinspiralen.
Sie tut es nicht, aber um das zu beweisen braucht man eine gute Idee.

Betrachten wir eine GréBe f(u,v), die von v und v abhéngt. Die Anderungsrate
von f(u(t),v(t)) ist die Summe von zwei Beitragen. Beim ersten differenziert
man [ beziiglich v mit v fest und multipliziert anschliefend mit % und beim
zweiten differenziert man f beziiglich v mit u fest und multipliziert mit ©. Be-
trachten wir jetzt die Funktion f(u,v) = v —logu+v —logv im Fall wo die Ko-
effizienten Eins sind. Der Logarithmus hat die Eigenschaft, dass die Ableitung
von log x gleich 1/x ist.

Aufgabe 3 Zeige, dass die Ableitung von f(u(t),v(t)) Null ist.

Wenn also eine Losung auf einer der Kurven, wo f konstant ist (Niveaukur-
ven) startet, dann bleibt sie auf dieser Kurve. Betrachten wir die Einschrankung
der Funktion f auf die Gerade v = 1. Wir haben f(u,1) = u — logu. Die
Ableitung dieser Funktion ist 1 — % Sie ist negativ fiir v < 1 und positiv
fiir w > 1. Wenn wir im Bereich v > 1 wachsende Werte von u betrachten,
dann ist die Anderungsrate der Funktion mit u positiv. Deshalb muss f(u,1)
immer grofler werden. Daraus konnen wir schlieflen, dass eine Niveaukurve
niemals mehr als einen Punkt der Form (u,1) mit u > 1 treffen kann. Deshalb
muss eine Losungskurve, die von einem solchen Punkt startet und zu dieser
Menge zurtickkommt zum gleichen Punkt zuriickkommen. Die Losungen sind
periodisch. Eine besondere Losung ist die, die im Punkt (1,1) stehen bleibt.
Aufgabe 4 Finde eine Verallgemeinerung der Funktion f auf den Fall mit allge-
meinen Koeffizienten. Dazu ist es gut sich zu iiberlegen, wie man die Funktion
im schon bekannten Fall durch die Einbindung weiterer Konstanten verallge-
meinern konnte.

Jetzt wollen wir mit der Geschichte der Fische vergleichen. Man kann zeigen,
dass der Mittelwert von v gleich a/c ist und der Mittelwert von u gleich d/b. Das
Verhéltnis ist also ab/cd. Man kann davon ausgehen, dass im Krieg weniger gefis-
cht wurde als sonst. Damit wird a gréBer (mehr Beutefische iiberleben) wéhrend
d kleiner wird (weniger Raubfische sterben). Damit wird das Verhéltnis grofier



und das Modell liefert eine Erklarung fiir die Beobachtungen von d’Ancona.

Nur weil ein mathematisches Modell Bilder produziert, die ahnlich aussehen
wie Bilder, die aus den Daten entstehen, ist es nicht unbedingt klar, dass das
Modell eine gute Beschreibung liefert. Man muss ein solches Ergebnis kritisch
betrachten. Dazu gibt es eine amiisante Geschichte, und damit kommen wir zu
den Hasen und den Luchsen. In fritheren Jahrhunderten wurden viele Tiere in
Kanada gefangen um ihre Pelze zu verkaufen. Unter den haufigen Arten, die
dabei eine Rolle spielten waren Hasen und Luchse. In dieser Industrie gab es ein
fithrendes Unternehmen, die '"Hudson Bay Company’. Dieses Unternehmen hat
iiber Jahrhunderte Daten dariiber gesammelt, wie viele Pelze durch die Jager
eingeliefert wurden. Hier haben wir Daten, die denen iiber die Fische &hnlich
sind. Nur gibt es diese Daten fiir einen viel lingeren Zeitraum. Man kann diese
Zahlen als ein Maf} fiir die jeweiligen Populationen betrachten. Damit gibt es
eine einmalige Gelegenheit, das Langzeitverhalten eines Okosystems zu unter-
suchen. Man kann die Daten in der Ebene plotten. Man plottet Punkte und
verbindet sie mit Geraden. Man bekommt Bahnen, die um einen Mittelpunkt
kreisen. Sie passen anscheinend zum Lotka-Volterra-Modell, wo man so etwas
auch hat. Es wurde aber 1973 in einem Artikel von Michael Gilpin mit dem
Titel Do hares eat lynx?’ (deutsch: fressen Hasen Luchse?) darauf aufmerksam
gemacht, dass dieses Modell doch nicht so gut zu den Daten passt. Beim Lotka-
Volterra-Modell und Varianten davon ist die Rotation der Losungen gegen den
Uhrzeigersinn. Bei den Daten bekommt man aber fiir bestimmte Zeitrdume eine
Rotation im Uhrzeigersinn. Wenn man versucht, die Parameter im Modell so
anzupassen, dass das Verhalten den Beobachtungen entspricht bekommt man
eine Situation in der die Hasen die Luchse fressen.

Hier ist offenbar etwas griindlich schief gegangen.
Aufgabe 5 Uberlege woran es liegen konnte, dass die Vorhersagen des Modells
in dem Fall nicht mit den Daten tibereinstimmen. Die Analyse des mathema-
tischen Modells ist korrekt. Das Problem liegt in der Beziehung zwischen dem
mathematischen Modell und dem biologischen System.

Es gibt im {ibrigen keine ’richtige’ allgemein akzeptierte Antwort auf diese
Frage. Es geht hier darum, dariiber nachzudenken welche Annahmen man beim
Aufstellen eines solchen mathematischen Modells macht.

An verschiedenen Stellen haben wir angenommen, dass eine bestimmte Abhéngigkeit
linear ist, nur weil diese Wahl die einfachste ist. Wenn wir das Modell verbessern wollen
ist es sinnvoll iiber Alternativen nachzudenken. Wenn keine Rauber da sind ist die
Gleichung fiir die Beute @ = au mit der Losung u(t) = u(to) exp(a(t —to)). Da die Ex-
ponentialfunktion iiber alle Grenzen wéchst ist diese Annahme nicht sehr realistisch.
Eine Annahme, die realistischer ist, ist die logistische Gleichung

u:a(l—%)u (3)

Die Idee hier ist, dass wenn die Population der Beute zu hoch wird, andere Effekte



sie limitieren, so dass sie langfristig nicht héher als K sein kann. Es koénnte z.B.
darum gehen, dass wenn die Population sehr grof§ ist die Beutetiere untereinander
um Nahrungsmittel kdmpfen miissen, so dass sie sich nicht mehr so schnell vermehren
konnen.

Wir mochten auch den Ausdruck uwv, der an zwei Stellen in den Lotka-Volterra-
Gleichungen vorkommt durch einen realistischeren ersetzen. Dazu nehmen wir zuerst
den Ausdruck F'(u)v. Hier wird der Faktor v modifiziert um zu berticksichtigen, dass
der Rauber etwas Zeit braucht, um die Beute zu finden und etwas Zeit um sie zu
fressen. Dazu betrachten wir einen Zeitraum 7' in dem der Rauber Nahrung sucht.
Wir nehmen an, dass die Anzahl der in dieser Zeit gefangenen Beutetiere proportional
der Population der Beutetiere ist und proportional der Zeit, die fiir die Suche verwen-
det wird. Sie ist weniger als T, weil ein Teil der Zeit zur Verarbeitung (d.h. zum
Verspeisen) der Beute notwendig ist. Sei N die Anzahl der Beutetiere, die in dieser
Zeit gefangen werden, u die Population der Beute, s die effektive Suchrate und h die
Zeit die bendtigt wird, um ein Beutetier zu fressen. Dann gilt N = su(T — hN) und
F=1x

Aufgabe 6 Berechne die Funktion F' und das Gleichungssystem, dass durch diese
Anderungen aus dem Lotka-Volterra System hervorgeht. (Man darf den Term —dv
unveradndert lassen weil die Population der Rauber in der Praxis wahrscheinlich nie
sehr grof} werden wird.)

Dieses System heifit Rosenzweig-MacArthur model und der spezielle Ausdruck fiir
F heiBit Typ II. (Es gibt auch Typ I und Typ III, die in bestimmten Situationen eine
Rolle spielen.)

3 Ein elektrischer Schaltkreis

Im Jahr 1920 hat der niederlandische Elektroingenieur und Physiker Balthasar
van der Pol folgende Gleichung fiir einen bestimmten elektrischen Schaltkreis
aufgestellt:

i —k(1—2%)i+x=0. (4)

Hier wird die elektrische Spannung durch x dargestellt, und der Koeffizient k&
ist ein Maf} fiir die Dadmpfung im System. Der Schaltkreis ist eine sogenannte
Triode. Zur Zeit van der Pols bestanden solche Gerédte aus Komponenten in
einem Vakuum, das innerhalb eines Glasrohrs bestand. Diese Komponenten
sind bei der Triode eine Kathode, die aus heilem Metal besteht, eine Metallpatte
namens Anode und ein Metallgitter dazwischen. Es besteht eine Spannung
zwischen Anode und Kathode, die dafiir sorgt, dass Elektronen, die aus der
Kathode kommen, zur Anode hingezogen werden, so dass ein Strom flieft. Wenn
eine Spannung in der umgekehrten Richtung angelegt wird flieft kein Strom.
Wenn eine Spannung am Gitter angelegt wird, werden die Elektronen gebremst
oder beschleunigt. Spéter wurden die Vakuumrohre durch Halbleiter und die
Trioden durch Transistoren ersetzt. Als die Trioden eingefiihrt wurden waren
sie ein Durchbruch in der Elektrotechnik. Sie erlaubten die Konstruktion von
Verstéarkern und dadurch die Telefonie iiber langen Entfernungen.

Die van der Pol-Gleichung ist ein Beispiel einer allgemeineren Klasse von
Gleichungen, die durch den franzosischen Physiker Alfred-Marie Liénard unter-



sucht wurden. Die allgemeine Form dieser Gleichungen lautet
i+ f(z)t+g(z) =0, (5)

wobei f eine gerade Funktion ist (d.h. f(—z) = f(z)) und g eine ungerade
Funktion (d.h. g(—z) = —g(z)). Es ist hilfreich fiir das Verstdndnis dieser
Gleichung neue Grofen einzufithren. Sei F' eine Funktion deren Ableitung f ist
(F ist eine Stammfunktion von f) und F(0) = 0, 2; = z und 2o = ¢~ (& +F(x))
fiir eine positive Konstante c.

Aufgabe 1 Zeige, dass folgende Gleichungen gelten:

3.5'1 = CI2 — F(Sﬂl) (6)
iy = —c " g(a1) (7)
Wie muss man f und ¢ im Fall der van der Pol-Gleichung wéhlen und wie sieht
das System fiir 1 und x5 in diesem Fall aus?
Aufgabe 2 Zeige, dass wenn (1, 22) eine Losung des Systems erster Ordnung
ist und x = x1, dann erfiillt = die van der Pol-Gleichung.

Auf diese Weise haben wir die Gleichung zweiter Ordnung durch ein System
von zwei Gleichungen erster Ordnung ersetzt. Sei ¢ = 1/k?. Hier, wie so oft in
der Mathematik, wird e als Bezeichung fiir eine Grofle eingefiihrt, die in einer
Situation die einen interessiert klein ist. Fiir bestimmte Zwecke ist es hilfreich,
eine neue Zeitkoordinate zu verwenden. Wir ersetzen ¢ durch eine neue Variable
7 = k't und Bezeichnen die Anderungsrate beziiglich der Zeitkoordinate 7 mit
einem Strich statt einem Punkt. Mit der Wahl ¢ = k ist das Ergebnis

3
ez’lzxz—%—kxl (8)
Th=—x1 (9)

Der Fall, wo € klein ist (d.h. k ist groB) entspricht dem Fall, wo die Dampfung
grof} ist. Jetzt probieren wir die Idee aus, dass Losungen des Systems mit € klein
durch Losungen des entsprechenden Systems mit ¢ = 0 approximiert werden
konnen. Es ist nicht offensichtlich, dass so etwas wahr sein sollte. Fiir ¢ = 0
wird die erste Differentialgleichung durch eine algebraische Gleichung (d.h. eine
ohne Ableitung) ersetzt. Diese Veranderung ist wesentlich, und es ist nicht klar,
dass die Anderung der Losung, die dadurch entsteht, klein sein sollte.

Jetzt wollen wir aber mutig sein und einfach so tun, als konnten wir € = 0
setzen. Wenn wir die Losungen der algebraischen Gleichung in der Ebene plotten
bekommen wir eine S-férmige Kurve K.

Aufgabe 3 Skizziere diese Kurve.

Wir versuchen eine Losung durch einen Punkt darzustellen, der sich auf der
Kurve K bewegt. Wenn der Punkt auf dem linken Teil von K liegt (also links
von der zo-Achse) ist 1 negativ und die Gleichung (9) sagt, dass der Punkt sich
nach oben bewegen soll. Dies ist erst einmal moglich aber irgendwann geht es
mit der Kurve nicht weiter nach oben. Die einzige Alternative, wenn der Punkt
auf der Kurve bleiben will ist, dass er zum rechten Teil von K (also rechts von



der z5-Achse) springt. Dort angekommen soll er sich nach Gleichung (9) nach
unten bewegen, was erst einmal moglich ist. Aber auch in diesem Fall kommt
der Punkt nach endlicher Zeit zu einem Knie, wo die Kurve zu Ende ist. Dann
hilft nur Eins: zum linken Teil der Kurve zuriickspringen. Danach kann sich der
Punkt wieder entlang der Kurve nach oben bewegen, bis er seine Ausgangslage
erreicht und das Ganze kann von vorne losgehen. So entsteht eine Schwingung.
Es muss aber gesagt werden, dass diese Geschichte ziemlich abenteuerlich klingt
und vielleicht wenig mit strengen mathematischen Argumenten zu tun zu haben
scheint: was soll dieses 'Springen’ bedeuten? Man kann aber, wie wir jetzt zeigen
werden, dieses anschauliche Bild mit Mathematik untermauern.

Zunéachst ist es so, dass wir eine wohldefinierte Kurve Z in der Ebene
beschrieben haben. Sie besteht aus vier Teilen. Der erste Teil von Z ist die
horizontale Gerade die den Umkehrpunkt P; (Maximum) des linken Teils der
Kurve K mit einem Punkt P, auf dem rechten Teil der Kurve K verbindet. Der
zweite ist der Teil der Kurve K der P, mit dem Umkehrpunkt P; (Minimum)
des rechten Teils von K verbindet. Der dritte ist die horizontale Gerade die
P3; mit einem Punkt P; auf dem linken Teil der Kurve K verbindet und der
vierte Py mit P; entlang der Kurve K. Eine Losung des Systems mit € klein
aber ungleich Null bewegt sich auf einer glatten Kurve in der Ebene. Es gibt
solche Losungen die sich folgendermaflen verhalten. Die Losung startet auf der
Kurve K ein wenig links von P; und bewegt sich dann sehr schnell und in der
Néhe der Strecke P; P, bis sie in der Nahe von P, ist. Dann bewegt sie sich
langsam in der Nahe der Kurve K bis sie in die Nahe von P; kommt. An-
schliefend bewegt sie sich sehr schnell und in der Nahe der Strecke P3P, bis sie
in der N&he von P, ist. Dann bewegt sie sich wieder langsam in der Néhe der
Kurve K bis sie zu ihrem Ausgangspunkt kommt. (Sie kommt tatséchlich zu
ihrem Ausgangspunkt zuriick, nicht nur zu einem benachbarten Punkt.) Nach
dieser Beschreibung bleibt der Punkt die ganze Zeit in der Nahe der Kurve Z.
Es wiirde viel zu weit fithren, diese Aussage hier zu beweisen. Man kann auch
noch mehr zeigen. Die Losung die wir beschrieben haben ist ein sogenannter
Grenzzyklus. D.h., dass eine Losung, die nahe beim Grenzzyklus startet, sich
mit der Zeit immer weiter dem Grenzzyklus ndhert. Man sagt, dass die Losung
asymptotisch stabil ist. Es ist eine ganz andere Situation als hétte man viele
Losungen, die Kurven in der Ebene definieren wiirden, die nebeneinander ver-
laufen, wie die Kreise im Modell der Schaukel. In Figure 2. sieht man die Bahn
einer Losung des Systems, die aus einem Teil besteht, der im Wesentlichen die
Bahn des Grenzzyklus ist und einem anderen Teil der die Phase darstellt, in
der die Losung zum Grenzzyklus hinlauft. In Figure 3 wird der zeitliche Verlauf
von z; dargestellt.

Die Bahn der periodischen Losung im van der Pol-Modell ist ziemlich eckig. Die
Funktionen z1(t) and x2(t) sehen auch nicht sehr glatt aus und wesentlich verschieden
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von einer Sinuskurve. Sie sind trotzdem periodisch und in dem Sinn relativ einfach.
Ein viel komplizierteres Verhalten zeigt das getriebene van der Pol-System, dass durch
die Gleichung

i — k(1 — 2°)i + z = asin(27nt) (10)
beschrieben wird. Fiir allgemeine Werte der Parameter a und n sind die Losungen
dieser Gleichung nicht mehr periodisch. Sie schwanken auf eine Weise, die auf den
ersten Blick ganz zuféllig erscheint. Diese Stelle ist eine der Quellen der Chaostheorie,
die solche Phdnomene untersucht.

4 Die Alkoholproduktion durch Hefen

Wenn man eine Zuckerlésung oder Fruchtsaft in einem offenen Geféaf einige Tage
herumstehen ldsst, dann passiert etwas, was man Garung nennt. Es entstehen
Gasblaflchen, die Fliissigkeit wird trib, und es setzt sich etwas auf dem Grund
ab. Das was sich absetzt hat man vor langer Zeit Hefe genannt, ohne zu wis-
sen woraus es bestand. Die Fliissigkeit ist nicht mehr siff und bekommt eine
berauschende Wirkung. In der Tat wird bei diesem Prozess, den man Glykol-
yse nennt, Zucker in Alkohol und Kohlendioxid umgewandelt. Er wird bei der
Produktion von Bier und Wein benutzt. Im neunzehnten Jahrhundert hat man
herausgefunden, dass Hefen mikroskopische einzellige Pilze sind. In der soeben
beschriebenen Situation erndhren sie sich vom Zucker und scheiden Alkohol aus.
Am Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts hat der deutsche Chemiker Eduard
Buchner die Fliissigkeit aus Hefezellen extrahiert und festgestellt, dass diese
Fliissigkeit (Hefe-Extrakt) in der Lage ist, wenn man sie mit Zucker vermischt,
Alkohol zu produzieren. Fir diese Entdeckung hat er 1907 den Nobelpreis fiir
Chemie bekommen.

Ein mathematisches Modell, das in diesem Zusammenhang eine Rolle spielt
ist das Schnakenberg-Modell, das folgendermafien aussieht:

S = ko — k1 SP?, (11)
P =k SP? — kyP + ks. (12)

Hier sind kg, k1, k2 und k3 positive Zahlen. Die genaue Beziehung dieser Gle-
ichungen zur Glykolyse wird weiter unten beschrieben, aber wir wollen zuerst
dieses Gleichungssystem fiir sich betrachten. Die Grofien S und P sollen positiv
sein, da sie den Konzentrationen von chemischen Stoffen entsprechen (Fructose
6-Phosphat, F6P und Adenosin Diphosphat, ADP). F6P spielt die Rolle des
Zuckers im letzten Absatz.

Es stellt sich heraus, dass das Schnakenberg-Modell fiir bestimmte Param-
eterwerte periodische Losungen besitzt, d.h. wir kénnen den zeitlichen ver-
lauf einer Losung durch eine Kurve darstellen, die nach einer bestimmten Zeit
zu ihrem Anfangspunkt zuriickkommt. Wir bekommen also Schwingungen in
den Konzentrationen S und P. Es ist relativ schwierig, diese Aussage zu be-
weisen. Ein erster und wesentlicher Schritt wére zu beweisen, dass die Losungen
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beschriankt bleiben, d. h. es gibt eine Konstante C so, dass S(¢) und P(t) im-
mer kleiner als C bleiben. Selbst diese Aussage ist flir das Schnakenberg-System
nicht leicht zu beweisen.

Auf einem endlichen Zeitintervall ist jede Losung beschrinkt. Dazu kann
man die Tatsache verwenden, dass (P +S) = ko + k3 — ko P < ko + k3. Deshalb
gilt (P4 S — (ko + k3)t) < 0 und P(t) + S(t) < P(0) + S(0) + (ko + k3)t.
Aber damit ist noch nicht gezeigt, dass es eine obere Schranke gibt, die fiir alle
positiven Zeiten gilt. Um diese starkere Aussage zu bekommen wiirden wir gerne
zunéchst beweisen, dass S beschrankt ist. Wenn k; Null wére, wére das nicht
der Fall, denn dann hétten wir die Lésung S(t) = S(0) + kot. Da aber k; > 0
ist, gibt es einen Wettbewerb zwischen den beiden Summanden im Ausdruck
fiir S , und um unser Ziel zu erreichen miissen wir dafiir sorgen, dass der zweite
Term stark genug ist. Das fithrt uns zu folgender Idee: Um zu zeigen, dass S
von oben beschrankt ist durch eine Konstante, sollten wir zuerst zeigen, dass P
nach unten durch eine positive Konstante beschrinkt ist.

Es gilt die Ungleichung P > ks — koP. Die Ungleichung wollen wir mit
Hilfe der Exponentialfunktion bearbeiten. Die Exponentialfunktion exp(t) ist
ihre eigene Ableitung, (exp(t)) = exp(t), und jede Funktion f erfiillt (f(at)) =
af(t). In dem wir diese beiden Aussagen kombinieren sehen wir dass (exp(at)) =
aexp(at). AuBlerdem ist es so, dass fiir alle Funktionen f und g die Beziehung
(F(Og(t)) = F(3(t) + FD)g(D) gl
Aufgabe 1 Berechne die Ableitung der Funktion exp(kqt) P und zeige, dass man
das Ergebnis nach unten durch eine Konstante mal die Ableitung von exp(kat)
abschitzen kann

Auf diese Weise sehen wir, dass die zeitliche Ableitung von exp(kqt)P —
Z—z exp(kat) nicht negativ ist und dass diese Funktion somit nie abnehmen kann.
Aufgabe 2 Zeige die Ungleichung

P(t) > ks | (P(O) - 3) exp(—kst). (13)

Z T

Wenn P_ eine Zahl kleiner als k3 ist, dann ist die rechte Seite der Un-
gleichung in Aufgabe 2 fiir ¢ hmrelchend groﬁ nicht kleiner als P_. Deshalb
hat die linke Seite die gleiche Eigenschaft. Daraus konnen wir schlielen, dass
S < ko — kyP2S fiir t groB. Deshalb ist es so, dass wenn S > ko(k;P?)~"
die Ableitung S negativ ist. Es folgt, dass S durch eine positive Konstante S,
beschrankt ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass P beschrankt ist. Dazu reicht es zu zeigen,
dass P + S beschrankt ist. Diese Bemerkung ist deshalb interessant, weil wie
die Ableitung von P + S besonders leicht zu behandeln ist. Die nichtlinearen
Terme heben sich weg, eine Tatsache die wir schon einmal verwendet haben.
Aufgabe 3 Zeige die Ungleichung (P4 5) < —ko(P 4+ S) + koS4 + ko + k3 und
schliefe daraus, dass P + .S beschrankt ist.

Nachdem die Beschréanktheit der Losungen gezeigt worden ist, kann man
eine bestimmte Theorie, die Poincaré-Bendixson-Theorie, verwenden um zu
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schlieflen, dass es periodische Losungen gibt. Dieses Thema ist aber zu um-
fangreich um im Rahmen dieses Kurses behandelt zu werden.

Jetzt soll erklart werden, wie das Schnakenberg-Modell zustande kommt. Gegen
Ende der 1950er Jahre hat man beobachtet, dass die Produktion von Alkohol durch
Hefen nicht konstant ist, sondern dass sie im Laufe der Zeit Schwankungen unterliegt.
In den damals durchgefiihrten Experimenten wurde der Zucker zu Beginn zugefiihrt
und wurde irgendwann aufgebraucht. Es kann sich also nur um geddmpfte Schwingun-
gen handeln. Es gibt mehrere Phasen in denen die Produktion steigt, bevor sie wieder
fallt, aber die maximale Produktion in einer Phase nimmt mit der Zeit ab. Diese Ergeb-
nisse wurden damals nicht fiir wichtig gehalten und wurden bald vergessen. Wieder-
belebt wurde das Interesse an solchen Phénomenen durch den Einfluss des russischen
Wissenschaftlers Evgeni Selkov in den 1960er Jahren. Selkov hatte als Elektroingenieur
angefangen, beschéftigte sich aber spater mit Biochemie und deren mathematischer
Modellierung. Er hat den amerikanischen Biochemiker Britton Chance kennengelernt,
der die Glykolyse erforschte. Selkov sah eine Ahnlichkeit zwischen der Situation mit
den Hefen und Phédnomenen, die er von elektrischen Schaltkreisen kannte. Nachdem er
ein mathematisches Modell aufgestellt und analysiert hatte, war er iiberzeugt, dass es
in diesem System Schwingungen geben sollte. Einige Monate spéter konnten Chance
und seine Mitarbeiter solche Schwingungen experimentell beobachten. Sie konnten
gedampfte Schwingungen in einem zellfreien Extrakt nachweisen. Die Schwingungen
entstanden also nicht durch einen komplexen Mechanismus in den Zellen, sondern es
handelte sich um chemische Schwingungen. Mit Hilfe eines mathematischen Modells,
das weiter unten prasentiert wird, hat Selkov vorhergesagt, dass Folgendes passieren
sollte: Wenn Zucker mit konstanter Rate zugefithrt wird, sollte es unter geeigneten
Umsténden anhaltende Schwingungen geben, also solche, bei denen aufeinanderfol-
gende Maxima gleich grof sind. Wenn der Zucker mit einer geringen konstanten Rate
zugefithrt wiirde, sollte die Produktion konstant sein, aber fiir eine hinreichend hohe
konstante Rate sollte es Schwingungen geben. Diese Vorhersage konnte vom deutschen
Biochemiker Benno Hess experimentell bestétigt werden.

Bevor wir zum mathematischen Modell kommen is es notwendig, etwas mehr iiber
die Biochemie zu wissen. Buchner hatte nach einer chemischen Reaktion gesucht, die
fiir die Glykolyse verantwortlich wére. Spéater hat man herausgefunden, dass es eine
ganze Kette von Reaktionen war. Dann hat man versucht die Ursache der Schwingun-
gen bei einer dieser Reaktionen zu finden. Die Antwort hat man bei einer Reaktion,
die durch das Enzym Phosphofructokinase (PFK) katalysiert wird gefunden. In dieser
Reaktion werden Fructose 6-Phosphat (F6P) und Adenosin Triphosphat (ATP) in
Fructose 1,6-Bisphosphat (FBP) und Adenosine Diphosphat (ADP) tiberfiihrt. Durch
ADP gibt es eine negative Riickkopplung: Je hoher die Konzentration von F6P ausfallt,
desto schneller lauft die Reaktion ab. Je schneller die Reaktion ablduft, desto mehr
ADP wird produziert. Je hoher die Konzentration von ADP desto schneller 1duft die
Reaktion ab und desto schneller wird F6P aufgebraucht. Also insgesamt: Je mehr
F6P es gibt, desto schneller wird F6P verbraucht und man redet von einer negativen
Riickkopplung. Dariiber hinaus ist es so, dass der Einfluss von ADP auf die Reak-
tionsrate so ist, dass die Zunahme der Rate mit der Konzentration schneller als linear
ist. Man nennt eine solche Wechselwirkung kooperativ. Es ist ein bekannter Um-
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stand in der Modellierung von biologischen und anderen Systemen, dass eine negative
Riickkopplung oft zu Schwingungen fithrt. Eine kooperative Wechselwirkung tragt oft
dazu bei, dass es anhaltende Schwingungen gibt und nicht nur solche, die gedampft
sind. Eine regelméssige Schwingung kann als Basis fiir eine Uhr verwendet werden.
In der Vergangenheit verwendeten Uhren Pendeln, die mathematisch genauso wie un-
sere Schaukel modelliert werden kénnen. In der Biologie gibt es viele Uhren, z.B.
unsere innere Uhr mir deren Hilfe wir unter Umstdnden ohne Wecker um die richtige
Zeit aufwachen kénnen. In biologischen Uhren sind es die Konzentrationen von bes-
timmten chemischen Stoffen die schwingen, wie im Higgins-Selkov-Modell.

Wie sieht also das mathematische Modell aus? Es gibt zwei Konzentrationen,
die eines Substrats S (in diesem Beipiel F6P) und die eines Produkts (in diesem Fall
ADP). Wir wollen eine Annahme machen, wie die Produktionsraten S und P zu einem
bestimmten Zeitpunkt von den Werten von S und P zu diesem Zeitpunkt abhéngen.
Das Substrat wird mit einer konstanten Rate ko > 0 zugefiihrt. Das Produkt zerféllt
mit einer Rate —k2P, d.h. proportional zu seiner Konzentration, mit k2 > 0. Es
ist typisch, dass Stoffe in einer Zelle zerfallen und diese Form ist die mathematisch
einfachste Moglichkeit, so etwas zu beschreiben. Der interessanteste Beitrag ist die
Reaktionsrate (S, P). Die Gleichungen sehen aus wie

S =ko—r(S,P) (14)
P =7(S,P) — kP (15)

aber welche Form sollten wir fiir (S, P) wéhlen? Die einfachste Moglichkeit wére
etwas von der Form kSP fiir eine positive Konstante k, aber eine solche Wahl bein-
haltet den Effekt nicht, den wir modellieren wollten, namlich die kooperative negative
Riickkopplung. Um eine solche Riickkopplung zu bekommen miissten wir die Kon-
stante k durch eine steigende Funktion von P ersetzen. Die einfachste Moglichkeit
dafiir, die Selkov in den Mittelpunkt gestellt hat, ist (S, P) = k1SP? mit k; > 0.
Damit haben wir das Selkov-Modell, oder Higgins-Selkov-Modell, da ein &hnliches
Modell frither von jemandem namens Higgins aufgestellt wurde. Dieses Modell bildet
die Mechanismen ab, die hier als Hypothese aufgestellt wurden. Das Modell ist aber
nicht in Stein gemeifelt. Man kénnte z.B. annehmen, dass auch das Produkt mit kon-
stanter Rate entsteht, so dass es einen Zusatzterm +ks in der zweiten Gleichung gibt
mit k3 > 0. Das so definierte Gleichungssystem ist das Schnakenberg-Modell.

Das Higgins-Selkov-Modell besitzt fiir bestimmte Parameterwerte periodische Lésungen.
Der Fall des Schnakenberg-Modells ist ein wenig einfacher und deshalb haben wir uns
bisher darauf konzentriert. Fir das Higgins-Selkov-Modell ist es schon schwer die
Aussage zu beweisen, dass die Losungen beschrankt sind und fiir allgemeine Werte der
Parameter ko, k1 und ko ist sie vielleicht sogar falsch.
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