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Griechische Antike

Aristoteles
(384 v.Chr.-322 v.Chr.)
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Das Organon

Aufbau
1. Kategorien 5. Induktion
2. Hermeneutik 6. Topik
3. Erste Analytik 7. Trugschllsse

4. Zweite Analytik

Andronikus von Rhodos (1. Jh.v.Chr.)
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Was ist eine Wissenschaft?

Gemalf3 der zweiten Analytik ist eine Wissenschatft . ..

. eine Folge von

unbeweisbaren beweisbaren
Grundsatzen Lehrsatzen
(axiomata) (theoremata)

o Grundbegriffe (archai)
o abgeleitete Begriffe
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Erste Grundsatze

... finden wir in der Metaphysik, z.B. den

Satz vom Widerspruch

... das sicherste unter allen Prinzipien ist dasjenige, bei welchem
Tauschung unmoglich ist ... welches aber dies ist, wollen wir nun an-
geben: dass namlich dasselbe demselben in derselben Beziehung ...
unmoglich zugleich zukommen und nicht zukommen kann.

Satz vom ausgeschlossenen Dritten

Ebensowenig aber kann es zwischen den
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Beispiel: Die Geometrie Euklids
Das erste Buch der Elemente Euklids besteht aus

o 23 Definitionen
z.B.: Ein Punktist, was keine Teile hat

o 5 Postulaten
o 9 Axiomen
o 48 Propositionen

Lernte und lehrte Aristoteles nach voreuklidischen Elementen?
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Syllogismen — Ein Beispiel

U;: Alle Mathematiker sind verruckt.

Us: Einige Menschen sind Mathematiker.

Us: Folglich sind einige Menschen verruckt.

Mathematiker — ------ Mittelbegriff M
verrickt ~ eee Pradikat P (Oberbegriff)
Menschen — ------ Subjekt S (Unterbegriff)
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Die syllogistischen Formen

1. Figur 2. Figur 3. Figur 4. Figur

Moy P Poi M Moy P Poi M

SOQM SOQM MOQS MOQS

Sng Sogp Sogp Sng
O ... bedeutet

(i) allgemein bejanend a (i) allgemein verneinend e
(iii) besonders bejahend i (iv) besonders verneinend o

(aus: affirmo, nego)
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Syllogismen

Modus Darii (aii)

Alle Mathematiker sind verrlckt.
Einige Menschen sind Mathematiker.

Folglich sind einige Menschen verrlckt.

Modus Ferio (eio)

Kein Fisch ist ein Vierbeiner.
Einige Saugetiere sind Fische.

Folglich sind einige Saugetiere nicht Vierbeiner.
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Syllogistische Modi

S. Frohlich, F. Koch

Zahl und Klang



Weitere Beispiele

Modus Darii (aii)

Es soll namlich A jedem B ...

und B einem C zukommen ...
Mithin muss ... A einem C zukommen.

Modus Ferio (eio)

Und wenn A keinem B ...

und B einem C' zukommt . ..
kommt A einem C' notwendig nicht zu.

Zahl und Klang S. Frohlich, F. Koch



Fruhe Neuzeit

G.W. Leibniz (1646-1716)
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Biographisches

R. Lullus P. Venetus P. Ramus G.W. Leibniz G.W.F. Hegel
: : — — — —_
| | | | | | | >
1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800
O — — : |
W. von Ockham R. Agricola R. Descartes [. Kant
G. Frescobaldi J.S. Bach
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Logik mit Diagrammen |

L. Euler: Briefe an eine deutsche Prinzessin (1761)

-

a'sci! man fagt, Oaf Bein A, B ift, oder daf nidyts vos

;Em' was der Begrif A enthale, ju dem Begriffe B ger
re o

o TIL Sn befonders Bejabenden Sdgen ¢+ Binige A
- find B, fallt ein Teil des ickels A in den Jickel B:

fo daf man fiefe, ‘baﬁ eftvas, was ih dem chriffc A

- enthalten ift, audy in dem Begriffe B enthalten fen. - . -

1V, Endlidy was die befonders verneinenden Sage
betrift, Linige A find niche B, fo muf cin Theil des
ickels A aufier dem Sicfel B fallen, wie bier:

0 die Qigur swar mit der vorigen einetley iff, tvo man

aber vorndmlidhy diefes anmerft, daf etwwas in dem Bes

- griffe A ift, was der Begrif B nidyt enthdlt,. oder wag

fich auger diefem Begriffe befindet.
) " ¥ 14 Sebeuar 2761,
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Logik mit Diagrammen Il

®»8 V. Hauptfud,

den vorhin angegebenen Vorausfesungen die Figut s
i die Figur v, fo ebenfalls s in V, bingegen tweder
die Figuven p, r nodh P, R gang in einanbder jeichnen
miflen, um bie Sage . B

vifts, o opiftnidtn,  PiftnideR,

VifES. riftnidtp.  RiffniheP

vorsufiellen, Db man ju folchen Figuren Triangel,
Wievecte, Cirfel oder andere wablen foll, das bleibe
biebep nody gleichgiiltig, ungeachtet es, menn man
alle oder wenigftens mebrere Verbaltniffe von jedert
1nd mebreren sufammen gefeten Begriffen auf diefe
Are seichnen wollte, allerdings nidyt gleichgnltig blei-
ben wirde. S werde indeffent gelegentlich bier an-
merfen, Daff mit vor weniger Seit des ehemaligen
dffentlichen Sebrers der Weltmweisheit su Giefen, oz
bann Chriftian {.Ebpgensb, Nucleus Logicae Wei-
fianae juGefichte gefommen, wo die gange Syllogiftic
purd) in und nidht in einander geseidhnete Cirfel, fo

wie ac) durch vor, nad und uncer einander ge-
seichnete Bievecfe und andere figirliche Vorftellungen
~ vor Augen gemalt ift. Das Buch fam bereits 1712,

Beraus, unbd ift der Konigl. Preuifen Sociecdt der
Wiffenfchaften, und damit Leibnigen , ibrem da-

mals nod) lebenden Prdfidenten, dedicire. Ob es
YOolfens unbefanne geblieben,, ftebt dahin,

; & ,§. 171,

- “Gerner haben wir bisber nur die nidht allen den
Begriffen P, Qs R, 8, T, V ac. gemeinfante Merfs
tale p, Q- T, 8, t, Ve, betradyeet, obne den Be-
ariff A, welcher allen gemeinfam ift, befonders vor-
sunebmen,  Wir merfen demnadh an, daf der Aus:
dbruct alle A, die Begriffe P, Qs R, S, T, V 2. g[eficf)%
0 arit

J.H. Lambert
Anlage zur Architektonik (1771)
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Logik mit Diagrammen I

J.C. Lange

Nucleus Logicae Weisianae (1712)
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Logik mit Diagrammen IV

distribute oder universale und nicht-distribute oder

rtikulare ein. Den Umfang des Subjekts erhiilt man aus
dem Quantititszeichen des Satzes: er ist universal im . .
universalen, partikular im partikularen Satze. Jedoch ist G . W. Le I bn |Z
das Pridikat partikular im bejahenden, universal im
verneinenden Satze. Daher hat der an Qualitit geringere

Satz ein Priidikat von stirkerer Quantitit. Ve rS UC h

) Die Schlupweisen der vier Figuren ebenso dargestellt der beweisenden Syllogistik (1 690)

Erste Figur

Barbara:
A Jedes C ist B ‘B
A Jedes D ist C C
A Also: Jedes D ist B, lD
niamlich jedes D,
das C ist,
B
i It Obersatz
(O ; . SchluBsatz
0| g Untersatz

Die punktierten Linien verbinden die niichsten Linien
und bezeichnen Aussagen, die aus dem Mittelbegriff und
einem der Auflenbegriffe gebildet sind. Die durchgezogene
[doppelte] Linie jedoch bezeichnet den SchluBsatz.
Nimmt beim Unterbegriff D der doppelte Strich den
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Der Gebrauch von Zeichen

Jede menschliche Vernunftiberlegung kommt durch irgendwel-
che Zeichen oder Charaktere zustande ...

Wenn namlich ein Geometer, so oft wie er eine Hyperbel, eine
Spirale oder eine Quadratrix bei einem Beweis anflhrt, gezwun-
gen ware, sich immer deren Definitionen bzw. Erzeugungen und
weiterhin die Definitionen der Begriffe, die in jene eingehen, ge-
nau vorzustellen, wirde er erst sehr spat zu dem zu entdecken-
den Neuen gelangen ...

(aus: Die Grundlagen des Vernunftkalkdls, vor 1690)
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Eckpfeiler des Leibnizprogramms

@ Allgemeine Wissenschaft (scientia generalis)

@ Allgemeine Charakteristik (characteristica universalis)

(c] Logisches Kalkiil (calculus logicus)
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Leibniz’ Kalkul der Konzepte |

o Jedes A ist B wird zu ,A ist B

— LA est B* (Interpretation: A € B)

o konzeptuelle Konjunktion AB
— ,AB" oder ,A+B"°
— (AeB)AN(Ae(l)+— (Ae BC)

o verwirft traditionelle Regelungen

—— Zahl der
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Leibniz’ Kalkul der Konzepte I

Aus: Probestlicke des Vernunftkalkulls

(nach 1686)
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Englische Logik im 19. Jahrhundert

Some one wrote to my husband to say that, in reading an old
treatise by Leibniz (who lived at the same time as Newton) he
had come upon the same formula which the Cambridge people
call "Boole’s Equation.” My husband looked up Leibniz and found
his equation there, and was perfectly delighted; he felt as if Leib-
niz had come and shaken hands with him across the centuries.

(Mary E. Boole in Letters to a reformer's children, 1905)

Zahl und Klang S. Frohlich, F. Koch



Kant tuber die Logik

Merkwurdig ist noch an ihr [der Logik], daf3 sie auch bis jetzt [seit
Aristoteles] keinen Schritt vorwarts hat tun konnen, und also al-
lem Ansehen nach geschlossen und vollendet zu sein scheint.

(aus dem Vorwort zur Kritik der reinen Vernunft, 2. Auflage, 1787)
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Bucher uber die klassische Logik

Ein Gegenstand kann Uber, unter, neben einem andern liegen;
ein Mensch kann in freundschaftlichen, verwandtschaftlichen,
beruflichen Beziehungen zu einem andern stehen ...

Keine Wissenschaft kommt ohne solche Beziehungen aus ...
Das wurde bis vor hundert Jahren Gbersehen, was den Ent-
decker der Relationslogik zum Uberraschenden Urteil Uber die
Vergangenheit veranlaf3te: Die traditionelle Logik ..., so stellt
de Morgan verblUffend fest, reicht nicht aus, den elementaren,
einsichtigen Sachverhalt zu beweisen: ,Wenn alle Pferde Tiere
sind, dann sind auch alle Pferdekopfe Tierkopfe”.
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Ackermann/Hilbert uber die klassische Logik

Der Irrtum, dass die traditionelle Logik ausreiche, um die Mathe-
matik aus ihren Grundlagen heraus logisch aufzubauen, konnte
nur dadurch zustande kommen, dass vor Frege und Peano nie-
mand eine restlose Analyse der in der Mathematik verwendeten
logischen Schlussweisen vorgenommen hat.

In den alteren LogikbUchern findet man zwar gentgend Beispie-
le fUr die Anwendung der traditionellen Schlussfiguren in der Ma-
thematik, auch fur eine Haufung von solchen komplizierterer Art,
aber es wird nie der Beweis irgendeines wichtigen mathemati-
schen Satzes in alle Einzelheiten zerlegt.
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Moderne

Gottlob Frege (1848-1925)

David Hilbert (1862-1943)

Kurt Godel (1906-1978)
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Biographisches

. F.L.G. Frege
G. Boole B. Russell
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 -
1820 1850 1880 1910 1940 1970 2000
E. Schroder K. Godel
P. Bernays

D. Hilbert
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Freges Begriffsschrift

Ich verspreche mir Uberall da eine erfolg-

reiche Anwendung meiner Begriffsschrift, BEGRIFFSSCHRIFT,
wo ein besonderer Werth auf die Bundigkeit
der Beweisfluhrung gelegt werden muss, wie
bei der Grundlegung der Differential- und
|ntegra|rechnung_ DES REINEN DENKENS.

EINE DER ARITHMETISCHEN NACHGEBILDETE

FORMELSPRACHE

VON

D* GOTTLOB FREGE.

PRIVATDOCENTEN DER MATHEMATIK AN DER UNIVERSITAT JENA.

(aus dem Vorwort)

HALLE 4/S.
VERLAG VON LOUIS NEBERT.

1879.
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Frege uber Leibniz

Auch Leibniz hat die Vorteile einer angemessenen Bezeich-
nungsweise erkannt, vielleicht Uberschatzt. Sein Gedanke einer
allgemeinen Charakteristik, eines calculus philosophicus oder
ratiocinator war zu riesenhaft, als dass der Versuch, ihn zu ver-
wirklichen, Gber die bloBen Vorbereitungen hatte hinausgelan-
gen konnen. Die Begeisterung, welche seinen Urheber bei der
Erwagung ergriff, welch” unermessliche Vermehrung der geisti-
gen Kraft der Menschheit aus einer die Sachen selbst treffenden
Bezeichnungsweise entspringen wurde, lief3 ihn die Schwierig-
keiten zu gering schatzen, die einem solchen Unternehmen ent-
gegenstehen. Wenn aber auch dies hohe Ziel in einem Anlaufe
nicht erreicht werden kann, so braucht man doch an einer lang-
samen, schrittweisen Annaherung nicht zu verzweifeln.
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Fregediagramme

Urteil: - a

Eine Unterscheidung von Subjekt und Pradikat findet nicht statt.

Bedingtheit: | a a wird bejaht und b wird bejaht
-} a wird bejaht und b wird verneint

a wird verneint und b wird verneint

Moderne Schreibweise: b—a oder —-bVa
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Beispiel einer Tautologie

—d Konklusion

—b Pramisse
d

d— (b—a)] = [b— (d— a)]
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Freges Axiomensystem

— (b — a)
la — (b— ¢)
d— (b—a)] = [b—
(b — —a) — (a — b)

(@ — b) — (a — ¢)]

| —
| — (d — a)]

—a — a

o o~ =

—a — —a

(c=d) = [f(c) = f(d)]

9. Vx f(x)— f(c)

SN

Modus Ponens, Verallgemeinerungsregel, Substitutionsregel
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Weitere Axiomensysteme

o B. Russell, A.N. Whitehead (1910)
o J.G. Nicod (1917)

o J. tukasiewisz, A. Tarski (1930)

o P. Bernays, D. Hilbert (1934)

o J.B. Rosser (1953)

o S.C. Kleene (1967)

o J.R. Shoenfield (1967)

o E. Mendelson (1979)

R.E. Hodel: An introduction to mathematical logic (1995)
D.W. Hoffmann: Grenzen der Mathematik (2013)
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Eigenschaften von Axiomensystemen

Ein formales System heif3t

o widerspruchsfrei -q  impliziert t —a
o negationsvollstandig # —a impliziert F g
o Korrekt -aq  impliziert Ea
o vollstandig —qa impliziert + ¢
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Peanos Axiome der Arithmetik

Signo N significatur nwumerwus (inleger positivus).
» i » unitas.
» a-+1» sequens a, sive a plus 1.
» = » est aequalis. Hoc ut novum signum conside-
randum est, etsi logicae signi figuram habeat.

Axiomala.

i1eN.

aeN.np.a=a.

a,b,ceN.n:a=b.=.b=a.
a,beN.n.a=b.b=c:p.a=c.
a=b.beN:np.aeN.

aeN.n.a+1eN.
a,beN.p:a=b.=.a+1=0b-+1.
eeN.p.a+1-=1.
keK..dek.xeN.2zek:Dz.x+1€k::n. Nk

© X SO PN
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Die Godelschen Satze

Vollstandigkeitssatz

Eine Formel der Pradikatenlogik erster Stufe ist allgemeingultig genau,
dann, wenn sie innerhalb des Kalkuls beweisbar ist.

Erster Unvolistandigkeitssatz

Jedes korrekte formale System, das stark genug ist, um die Peano-Arithmetik
zu formalisieren, ist unvollstandig.

Zweiter Unvolistandigkeitssatz

Innerhalb eines widerspruchsfreien formalen Systems, das stark genug ist,
um die Peano-Arithmetik zu formalisieren, kann die eigene Widerspruchs-

freiheit nicht bewiesen werden.
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